
从为什么不能除以零谈起
宁中
    本文涉及的两个问题都与除法有关。很可能每个人都曾经思考过，但是未必都能够找到相对满意的答案。因为极少看到有人仔细解释这些问题，利用这个机会写出来。也算是抛砖引玉吧。
一、为什么零不能作为除数？
零不可以作为除数是每一个小学生都知道的事实。但是为什么不可以，就不是每个人都能够说清楚的了。最常见的解释是，被一个(整)数除，相当于把被除的那个数分成等分，得出的商就是每一份有多少。按照这样的理解，被零除相当于没有人分，这个时候去谈每个人分多少当然是没有意义的。
这个解释虽然不能说不对，但是并不能真正令人满意。问题在于它并没有说明为什么“不能”。而是拿实际上不可操作作为理由。而在数学上，其实是有一些貌似不合理，但是在数学上却是可行的例子的。比如我们定义阶乘的时候，把零的阶乘规定为1，就没有什么问题。零之所以不能当作除数的真正原因是那样会造成逻辑上的矛盾。
假定我们允许零作为除数，那么我们实际上也就承认其结果，或者说商，应该是一个数。比方说，如果.那么这个应该是什么数呢？既然我们允许零参与我们的算术“游戏”，它就应该遵守所有的规则。我们知道对于分数的算术运算，乘以分母的结果是得到分子。这样问题就来了，如果我们在上面的等式两边同时乘以0，因为任何数乘以0都等于0，左边为0.但是右边根据我们的规则，应该得到1.于是就出现了 这样的矛盾。不仅如此，类似地我们还可以得出、，或者任何其他的数，这样当然是不行的。
有人可能会说，好吧，这些数都不能除以0，但是也许0除以0是可以的呢！那我们就来看看这样会发生什么。
按照我们熟知的规则，一个数除以自己应该等于1.但是如果我们在两边同时乘以一个非零的数，比如5，那么左边是5乘以分子0，得到的分子仍然是0，于是得出，而右边5乘以1得到5.这样就会出现 。这个结果显然也不是我们能够接受的。
这样看起来，把除以零的结果看成一个通常意义上的数是不行的。有没有可能把它看成别的什么，比如无穷大呢？
这不失为一个有趣的想法。问题是这样一来，我们首先就需要说清楚无穷大是什么，包括它们的大小比较、运算法则等等， 然后才能判断是否会因此产生新的矛盾。在古典分析学(即以传统的实数理论为基础的分析学例如微积分，实变函数论等，以区别于建立在数理逻辑基础上的所谓“非标准分析”)当中，无穷大和无穷小通常都是指一些特殊的变量。特别是无穷小作为变量其实并不就等于0，因此除以这样的无穷小通常并不会造成矛盾。其有关运算仍然是以普通的实数运算为基础的。虽然0作为一个特例也可以看成无穷小，但是除以0仍然会导致困难而不被允许。粗略地说，无穷小是指极限为0的变量，而无穷大则是指极限超过任何有限数的变量。这种说法当然是不严格的。但是如果需要严格讨论的话，首先就要说清楚极限是怎么回事，然后才能定义无穷大和无穷小。这些已经超过我们这篇短文的范围。有兴趣的读者可以参考任何一本分析学的入门读物。

二、为什么有理数一定可以写成循环小数	
我们第一次接触有理数和无理数的概念，一般都是在小学高年级。那时候，有理数和无理数通常都是用小数来定义的。无理数就是无限不循环小数。而有理数自然就是有限小数或者无限循环小数。至于为什么，老师通常不会解释。可能有人以为，即使解释了，以小学生的认知水平恐怕也理解不了。对此，当然不是每个人都同意。下面我们就来看看是否可以只用到小学的数学知识就能解释。
不过在给出足够简单的解释之前，我们首先需要解决一个问题，就是有理数的表示。实际上，每个有理数都可以表示成无限循环小数。
也许不是每个人都同意。好，让我们来看看这是为什么。我们只需要什么一件事，就是有限小数也可以表示成无限循环小数。我们象来看一个例子，

可能有人会说，右边明明是小于1的嘛！真是这样吗？
我们姑且把右边的数记成,然后两边同时乘以10.得到,.但是右边可以写成,也就是.由此解方程，很容易得到.
很奇怪吗？（或者是很奇妙？）大概各人感觉不尽相同吧！
还有另外一种解释。相信绝大多数人会接受，那么在两边同时乘以3会怎么样？还是1,
类似地，对于任何一个有限小数，例如0.25，我们总是可以把它写成0.24999… 的形式。这个做法对于所有的有限小数同样有效。
接下来的问题，就是为什么有理数一定可以写成无限循环小数呢？
我们已经说明，对于有限小数，这总是可以做到的。也就是说，对于整数和分子能够被分母除尽的分数，我们的结论是正确的。这样一来，问题就归结到分子不能被分母除尽的情形。我们把这样的分数写成的形式，而且假定这个分数是既约的，也就是分子分母的最大公因子为1.
当我们用竖式(也叫做“长除法”)做除法运算的时候，每一步都会得到一个余数。因为我们已经假定了不能除尽，所以无论如何这个余数都不能为0，而一旦余数小于分母，商的表达式当中，小数点后面的每一位数字都是把前面一次带余除法的余数后面加上一些0，直到加0以后的数字(不考虑小数点，也就是把它们看成整数)超过分母，然后再一次用分母去除这个数，由此得出商的下一位数字和新的余数。由此可以了解，这个分数的小数表示当中，小数点以后的每一位数字都是由前一次除法的余数决定的。相同的余数一定会得出相同的下一位数字。但是任何整数被一个非零整数除的余数只有有限种可能。因为我们已经假定不能被除尽，所以余数最多只能有种情况。不难看出，这样的除法最多进行到小数点以后步，余数就一定会重复。也就是说，商的小数表示的数字必然开始循环。
至于循环小数为什么是有理数，大家应该在高中学习几何级数的时候都应该有所了解。无非是因为其中的循环部分可以写成一个几何级数的和，而几何级数的求和公式给出的是一个用其首项和公比表示的一个分式，其结果自然是一个分数。
需要说明的是，虽然上面的讨论都是针对十进小数而言，但是基本的想法对于其它小数，比如二进小数或者三进小数同样成立。当然在细节上会需要一些改动。
进一步当然可以问一些问题，比如循环节的长度，也就是每一个循环的数字个数。这个问题相对复杂一些，需要用到数论当中的一些知识。记得北师大的傅种孙先生曾经写过一篇文章介绍这个问题。只是不知道是否能够从网上找到。原来是发表在《数学通报》上面的。不过这已经是很多年前的事情了。
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